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Les histogrammes 

en niveaux de gris



Construire un histogramme en niveaux de gris

Les histogrammes N&B
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Représentation d’histogramme

Les histogrammes N&B
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Représentation d’histogramme

Les histogrammes N&B
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Représentation d’histogramme

Les histogrammes N&B
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Représentation d’histogramme

Les histogrammes N&B

10 14 4 3

8 8 9 7

4 5 5 8

12 3 11 11

7



Egalisation d’histogramme
(échauffement)



Egaliser un histogramme

Egalisation d’histogramme
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Egaliser un histogramme

Egalisation d’histogramme
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Approche par le continu

Egalisation d’histogramme
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Approche par le continu

Egalisation d’histogramme
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Approche par le continu

Egalisation d’histogramme
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Approche par le continu

Egalisation d’histogramme
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Approche par le continu

Egalisation d’histogramme
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Approche par le continu

Egalisation d’histogramme
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Approche par le continu

Egalisation d’histogramme

𝑥1 ≤ 𝑥2 → 𝑇 𝑥1 ≤ 𝑇(𝑥2)
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A la recherche de la transformation T

Egalisation d’histogramme
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A la recherche de la transformation T

Egalisation d’histogramme
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A la recherche de la transformation T

Egalisation d’histogramme
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A la recherche de la transformation T

Egalisation d’histogramme
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A la recherche de la transformation T

Egalisation d’histogramme
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A la recherche de la transformation T

Egalisation d’histogramme
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Résultat

Egalisation d’histogramme
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Seuil automatique d'Otsu



Qu’est-ce qu’un seuil

Seuil automatique

26



Ne pas se fier à son instinct

Seuil automatique
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Ne pas se fier à son instinct

Seuil automatique
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Ne pas se fier à son instinct

Seuil automatique
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Trouver un seuil automatiquement

Seuil automatique

G1
G2
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Trouver un seuil automatiquement

Seuil automatique

G1
G2
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Trouver un seuil automatiquement (2)

Seuil automatique

G1
G2

32



Trouver un seuil automatiquement (3)

Seuil automatique

𝜆 =
𝑉𝑖𝑛𝑡𝑒𝑟
𝑉𝑖𝑛𝑡𝑟𝑎
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Que maximiser/minimiser ?

Seuil automatique

𝜆 𝑉𝑖𝑛𝑡𝑒𝑟
𝑉𝑖𝑛𝑡𝑟𝑎

𝑉

𝑉 𝑉𝑖𝑛𝑡𝑒𝑟 𝑉𝑖𝑛𝑡𝑟𝑎

𝑉 = 𝑉𝑖𝑛𝑡𝑒𝑟 + 𝑉𝑖𝑛𝑡𝑟𝑎
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Trouver un seuil automatiquement

Seuil automatique

.

𝜇 =
1

𝑁


𝑥∈𝐼

𝐼(𝑥)

.

𝜇𝑗 =
1

|𝐺𝑗|


𝑥∈𝐺𝑗

𝐼(𝑥)
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Trouver un seuil automatiquement

Seuil automatique

.

𝑉 =
1

𝑁


𝑥∈𝐼

𝐼 𝑥 − 𝜇 2

.

𝑉𝑗 =
1

|𝐺𝑗|


𝑥∈𝐺𝑗

𝐼 𝑥 − 𝜇𝑗
2

36



Trouver un seuil automatiquement

Seuil automatique

.

𝑉𝑖𝑛𝑡𝑒𝑟 =
|𝐺1|

𝑁
𝑉1 +

|𝐺2|

𝑁
𝑉2

.

𝑉𝑖𝑛𝑡𝑟𝑎 =
|𝐺1|

𝑁

|𝐺2|

𝑁
𝜇1 − 𝜇2

2
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Exprimer le problème différemment

Seuil automatique
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Exprimer le problème différemment

Seuil automatique
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Exprimer le problème différemment

Seuil automatique
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Exprimer le problème différemment

Seuil automatique
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Exprimer le problème différemment

Seuil automatique

= 𝑇< 𝑥<
2 + 𝑇> 𝑥>

2 − 𝑁 ҧ𝑥2

= 𝑇< 𝑥<
2 + 𝑇> 𝑥>

2 + 𝑁 ҧ𝑥2 − 2 ҧ𝑥 𝑇< 𝑥< + 𝑇> 𝑥>

𝑇< ҧ𝑥< − ҧ𝑥 2 + 𝑇> 𝑥> − ҧ𝑥 2

= 𝑇< 𝑥<
2 + 𝑇> 𝑥>

2 − 𝑁
𝑇< 𝑥< + 𝑇> 𝑥>

𝑁

2

= 𝑇< 𝑥<
2 + 𝑇> 𝑥>

2 −
𝑇<

2𝑥<
2 + 𝑇>

2𝑥>
2 + 2 𝑇< 𝑇> 𝑥< 𝑥>
𝑁
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Exprimer le problème différemment

Seuil automatique

𝑇< + 𝑇> = 𝑁

= 𝑇< 𝑥<
2 + 𝑇> 𝑥>

2 −
𝑇<

2𝑥<
2 + 𝑇>

2𝑥>
2 + 2 𝑇< 𝑇> 𝑥< 𝑥>
𝑁

=
𝑁 𝑇< 𝑥<

2 − 𝑇<
2𝑥<

2

𝑁
+
𝑁 𝑇> 𝑥>

2 − 𝑇>
2𝑥>

2

𝑁
−
2 𝑇< 𝑇> 𝑥< 𝑥>

𝑁

=
𝑇< |𝑇>|𝑥<

2

𝑁
+
|𝑇<| 𝑇> 𝑥>

2

𝑁
−
2 𝑇< 𝑇> 𝑥< 𝑥>

𝑁
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Exprimer le problème différemment

Seuil automatique

=
𝑇< |𝑇>|𝑥<

2

𝑁
+
|𝑇<| 𝑇> 𝑥>

2

𝑁
−
2 𝑇< 𝑇> 𝑥< 𝑥>

𝑁

=
𝑇< 𝑇>
𝑁

𝑥< − 𝑥>
2

𝑉 =
𝑇<
𝑁

𝑉𝑇< +
𝑇>
𝑁

𝑉𝑇> +
𝑇< 𝑇>
𝑁2

𝑥< − 𝑥>
2
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Résultat

Seuil automatique

𝑉 =
𝐺1
𝑁

𝑉1< +
𝐺2
𝑁

𝑉2 +
𝐺1 𝐺2
𝑁2

𝜇1 − 𝜇2
2
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Algorithme

Seuil automatique

46



Algorithme

mu <= moyenne des pixels de l’image I

g1 = H(0)          //Le nombre de pixels de valeur inf ou égale à 0

mu1 <= 0           //La moyenne des pixels de valeur inf ou égale à 0

g2 = N – H(0)      //Le nombre de pixels de valeur sup à 0

mu2 <= mu*N/|G2|   //La moyenne des pixels de valeur sup à 0

best_var_inter = (g1 * g2) / N2 * (mu1 – mu2)2

best_seuil = 0

Seuil automatique
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Algorithme

Pour tous les seuils T allant de 1 à M (exclu)

mu1 = mu1 * g1 + T * H(T)

mu2 = mu2 * g2 – T * H(T)

g1 = g1 + H(T)

g2 = g2 – H(T)

mu1 = mu1 / g1

mu2 = mu2 / g2

Si (g1 * g2) / N2 * (mu1 – mu2)2 > best_var

best_var = (g1 * g2) / N2 * (mu1 – mu2)2

best_seuil = T

Seuil automatique
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Résultat

Seuil automatique
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Résultat

Seuil automatique
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Plus de deux classes

Seuil automatique


𝑖=1
𝑗=1
𝑖≠𝑗

𝑘
|𝐺𝑖|

𝑁

|𝐺𝑗|

𝑁
𝜇𝑖 − 𝜇𝑗

2
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Plus de deux classes

Seuil automatique



𝑖=1

𝑘
|𝐺𝑖|

𝑁
𝜇𝑖 − 𝜇 2
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Plus de deux classes : algorithme sur un exemple

Seuil automatique

𝑇1 < 𝑇2 < 𝑇3 < 𝑇4 < T5
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Plus de deux classes : algorithme sur un exemple

Seuil automatique

𝐶𝑜𝑛𝑡𝑟𝑖𝑏1 𝑇1 =
|𝐺1|

𝑁
𝜇1 − 𝜇 2

|𝐺1| 𝜇1

𝐶𝑜𝑛𝑡𝑟𝑖𝑏1 𝑇1 =
|𝐺1(𝑇1)|

𝑁
𝜇1(𝑇1) − 𝜇 2
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Plus de deux classes : algorithme sur un exemple

Seuil automatique

𝐵𝑒𝑠𝑡𝑇1 𝑇2 = argmax
𝑇1<𝑇2

(
𝐺2 𝑇2, 𝑇1

𝑁
𝜇2 𝑇2, 𝑇1 − 𝜇 2 +

𝐺1 𝑇1
𝑁

𝜇1 𝑇1 − 𝜇
2
)
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Plus de deux classes : algorithme sur un exemple

Seuil automatique

𝐵𝑒𝑠𝑡𝑇1 𝑇2 = argmax
𝑇1<𝑇2

(
𝐺2 𝑇2, 𝑇1

𝑁
𝜇2 𝑇2, 𝑇1 − 𝜇 2 +

𝐺1 𝑇1
𝑁

𝜇1 𝑇1 − 𝜇
2
)
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Plus de deux classes : algorithme sur un exemple

Seuil automatique

𝐵𝑒𝑠𝑡𝑇1 𝑇2 = argmax
𝑇1

𝑇1<𝑇2

(
𝐺2 𝑇2, 𝑇1

𝑁
𝜇2 𝑇2, 𝑇1 − 𝜇 2 + 𝐶𝑜𝑛𝑡𝑟𝑖𝑏1(𝑇1))

𝐶𝑜𝑛𝑡𝑟𝑖𝑏2 𝑇2 =
𝐺2 𝑇2, 𝐵𝑒𝑠𝑡𝑇1(𝑇2)

𝑁
𝜇2 𝑇2, 𝐵𝑒𝑠𝑡𝑇1(𝑇2) − 𝜇 2 + 𝐶𝑜𝑛𝑡𝑟𝑖𝑏1(𝐵𝑒𝑠𝑡𝑇1(𝑇2))
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Plus de deux classes : algorithme sur un exemple

Seuil automatique

𝐵𝑒𝑠𝑡𝑇2 𝑇3 = argmax
𝑇2,𝑇1
𝑇2<𝑇3
𝑇1<𝑇2

𝐺3 𝑇3, 𝑇2
𝑁

𝜇3 𝑇3, 𝑇2 − 𝜇 2

+
𝐺2 𝑇2, 𝑇1

𝑁
𝜇2 𝑇2, 𝑇1 − 𝜇 2

+
𝐺1 𝑇1
𝑁

𝜇1 𝑇1 − 𝜇 2
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Plus de deux classes : algorithme sur un exemple

Seuil automatique

𝐵𝑒𝑠𝑡𝑇2 𝑇3 = argmax
𝑇2,𝑇1
𝑇2<𝑇3
𝑇1<𝑇2

𝐺3 𝑇3, 𝑇2
𝑁

𝜇3 𝑇3, 𝑇2 − 𝜇 2

+
𝐺2 𝑇2, 𝑇1

𝑁
𝜇2 𝑇2, 𝑇1 − 𝜇 2

+
𝐺1 𝑇1
𝑁

𝜇1 𝑇1 − 𝜇 2
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Plus de deux classes : algorithme sur un exemple

Seuil automatique

𝐵𝑒𝑠𝑡𝑇2 𝑇3 = argmax
𝑇2

𝑇2<𝑇3

𝐺3 𝑇3, 𝑇2
𝑁

𝜇3 𝑇3, 𝑇2 − 𝜇 2

+
𝐶𝑜𝑛𝑡𝑟𝑖𝑏 𝑇2

𝐶𝑜𝑛𝑡𝑟𝑖𝑏3 𝑇3 =
𝐺3 𝑇3, 𝐵𝑒𝑠𝑡𝑇2(𝑇3)

𝑁
𝜇3 𝑇3, 𝐵𝑒𝑠𝑡𝑇2(𝑇3) − 𝜇 2
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Plus de deux classes : algorithme sur un exemple

Seuil automatique

𝐵𝑒𝑠𝑡𝑇3 𝑇4 = argmax
𝑇3

𝑇3<𝑇4

𝐺4 𝑇4, 𝑇3
𝑁

𝜇4 𝑇4, 𝑇3 − 𝜇 2

+
𝐶𝑜𝑛𝑡𝑟𝑖𝑏 𝑇3

𝐶𝑜𝑛𝑡𝑟𝑖𝑏4 𝑇4 =
𝐺4 𝑇4, 𝐵𝑒𝑠𝑡𝑇3(𝑇4)

𝑁
𝜇4 𝑇4, 𝐵𝑒𝑠𝑡𝑇3(𝑇4) − 𝜇 2
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Plus de deux classes : algorithme sur un exemple

Seuil automatique

𝐵𝑒𝑠𝑡𝑇4 𝑇5 = argmax
𝑇4

𝑇4<𝑇5

𝐺6 𝑇5
𝑁

𝜇6 𝑇5 − 𝜇 2

+
𝐺5 𝑇5, 𝑇4

𝑁
𝜇5 𝑇5, 𝑇4 − 𝜇 2

+
𝐶𝑜𝑛𝑡𝑟𝑖𝑏 𝑇4
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Plus de deux classes : algorithme sur un exemple

Seuil automatique

𝑇5 = argmax
𝑇5

𝐵𝑒𝑠𝑡𝑇4(𝑇5)

𝑇4 = 𝐵𝑒𝑠𝑡𝑇4 𝑇5

𝑇3 = 𝐵𝑒𝑠𝑡𝑇3 𝑇4

𝑇2 = 𝐵𝑒𝑠𝑡𝑇2 𝑇3

𝑇1 = 𝐵𝑒𝑠𝑡𝑇1 𝑇2
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Plus de deux classes : algorithme sur un exemple

Seuil automatique

𝐺 𝑇𝑗 , 𝑇𝑖

𝐻 𝑥 =

𝐻𝐶 𝑥 =

𝐺 𝑇𝑗 , 𝑇𝑖 = 𝐻𝐶 Tj − 𝐻𝐶(Ti)

𝜇(𝑇𝑗 , 𝑇𝑖) 64



Mélange de gaussiennes (1D)



Rappel sur la gaussienne

Mélange de gaussiennes

𝑓 𝑥 =
1

𝜎 ∗ √(2𝜋)
𝑒
−
1
2
𝑥−𝜇
𝜎

2



𝑓 𝑥 = 𝒩𝜇,𝜎 (𝑥)

𝜇

𝜎
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Cadre du problème

Mélange de gaussiennes
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Cadre du problème

Mélange de gaussiennes
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Cadre du problème

Mélange de gaussiennes
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Poser le problème

Mélange de gaussiennes

𝑝 𝑄 𝑞 = 𝑛 | 𝜇, 𝜎

𝑝 𝑄 𝑞 | 𝜇, 𝜎 = 𝒩𝜇,𝜎(𝑄(𝑞))

= 𝒩𝜇,𝜎 (𝑛)
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Poser le problème

Mélange de gaussiennes

𝑝 𝑄 𝑞 | 𝜇, 𝜎 =

𝜇 =

𝜇1
⋮
𝜇𝑘

, 𝜎 =

𝜎1
⋮
𝜎𝑘



𝑖=1

𝑘

𝒩𝜇𝑖,𝜎𝑖 𝑄(𝑞)
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Poser le problème

Mélange de gaussiennes

𝑝 𝑄 𝑞 ∈ ℝ | 𝜇, 𝜎 = න
−∞

+∞



𝑖=1

𝑘

𝒩𝜇𝑖,𝜎𝑖 𝑄 𝑞 𝑑𝑄(𝑞)

=

𝑖=1

𝑘

න
−∞

+∞

𝒩𝜇𝑖,𝜎𝑖 𝑄 𝑞 𝑑𝑄(𝑞)

=

𝑖=1

𝑘

1 = 𝑘 > 1
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Poser le problème

Mélange de gaussiennes

73



Poser le problème

Mélange de gaussiennes

𝑝 𝑄 𝑞 | 𝜇, 𝜎, Π =

𝑖=1

𝑘

Π𝑖 ∗ 𝒩𝜇𝑖,𝜎𝑖 𝑄(𝑞)



𝑖=1

𝑘

Π𝑖 = 1
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Poser le problème

Mélange de gaussiennes

𝑝 𝑄 𝑞 ∈ ℝ | 𝜇, 𝜎, Π = න
−∞

+∞



𝑖=1

𝑘

Π𝑖 ∗ 𝒩𝜇𝑖,𝜎𝑖 𝑄(𝑞) 𝑑𝑄(𝑞)

=

𝑖=1

𝑘

Π𝑖 ∗ න
−∞

+∞

𝒩𝜇𝑖,𝜎𝑖 𝑄 𝑞 𝑑𝑄(𝑞)

=

𝑖=1

𝑘

Π𝑖 = 1
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Poser le problème

Mélange de gaussiennes

𝑝 𝑄 𝑞 | 𝜇, 𝜎, Π =

𝑖=1

𝑘

Π𝑖 ∗ 𝒩𝜇𝑖,𝜎𝑖 𝑄(𝑞)

𝑝 𝑄 | 𝜇, 𝜎, Π = ෑ

𝑗=1

𝑁



𝑖=1

𝑘

Π𝑖 ∗ 𝒩𝜇𝑖,𝜎𝑖 𝑄(𝑞𝑗)
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Poser le problème

Mélange de gaussiennes

𝑝 𝑄 | 𝜇, 𝜎, Π =ෑ

𝑗=1

𝑁



𝑖=1

𝑘

Π𝑖 ∗ 𝒩𝜇𝑖,𝜎𝑖 𝑄(𝑞𝑗)
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Poser le problème

Mélange de gaussiennes

𝑝 𝑄 | 𝜇, 𝜎, Π =ෑ

𝑗=1

𝑁



𝑖=1

𝑘

Π𝑖 ∗ 𝒩𝜇𝑖,𝜎𝑖 𝑄(𝑞𝑗)

ln(𝑝 𝑄 | 𝜇, 𝜎, Π ) =

𝑗=1

𝑁

ln 

𝑖=1

𝑘

Π𝑖 ∗ 𝒩𝜇𝑖,𝜎𝑖 𝑄(𝑞𝑗)
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Poser le problème

Mélange de gaussiennes

ln(𝑝 𝑄 | 𝜇, 𝜎, Π ) =

𝑗=1

𝑁

ln 

𝑖=1

𝑘

Π𝑖 ∗𝒩𝜇𝑖,𝜎𝑖 𝑄(𝑞𝑗)

𝑑

𝑑𝜇𝑚
ln(𝑝 𝑄 | 𝜇, 𝜎, Π ) = 0

𝑑

𝑑𝜎𝑚
ln(𝑝 𝑄 | 𝜇, 𝜎, Π ) = 0

𝑑

𝑑Π𝑚
ln(𝑝 𝑄 | 𝜇, 𝜎, Π ) = 0
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Quelques notations

Mélange de gaussiennes

𝑝(𝑞 ∈ 𝑧𝑖)

𝑝(𝑄(𝑞))

𝑝 𝑄(𝑞) 𝑞 ∈ 𝑧𝑖)

= Π𝑖

=

𝑗=1

𝑘

Π𝑗 ∗ 𝒩𝜇𝑗,𝜎𝑗 𝑄(𝑞)

= 𝒩𝜇𝑖,𝜎𝑖 𝑄(𝑞)
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Quelques notations

Mélange de gaussiennes

𝑝 𝑞 ∈ 𝑧𝑖 𝑄(𝑞))

𝑝 𝑞 ∈ 𝑧𝑖 𝑄(𝑞)) =
𝑝 𝑄 𝑞 𝑞 ∈ 𝑧𝑖) ∗ 𝑝(𝑞 ∈ 𝑧𝑖)

𝑝 𝑄 𝑞

=
Π𝑖 ∗ 𝒩𝜇𝑖,𝜎𝑖(𝑄 𝑞 )

σ𝑗=1
𝑘 Π𝑗 ∗ 𝒩𝜇𝑗,𝜎𝑗 𝑄(𝑞) 81



Petit rappel

Mélange de gaussiennes

𝑑 𝑙𝑛(𝑢 𝑥 )

𝑑𝑥
=
𝑢′(𝑥)

𝑢(𝑥)

𝑝 𝑞 ∈ 𝑧𝑖 𝑄(𝑞)) =
Π𝑖 ∗ 𝒩𝜇𝑖,𝜎𝑖(𝑄 𝑞 )

σ𝑗=1
𝑘 Π𝑗 ∗ 𝒩𝜇𝑗,𝜎𝑗 𝑄(𝑞)

82



Résoudre le problème

Mélange de gaussiennes

𝑑

𝑑𝜇𝑚
ln(𝑝 𝑄(𝑞) | 𝜇, 𝜎, Π )

𝝁
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Résoudre le problème

Mélange de gaussiennes

𝜇𝑚 𝑑 ln(𝑝 𝑄(𝑞) | 𝜇, 𝜎, Π )

𝑑𝜇𝑚
= 0

𝑑 ln(𝑝 𝑄(𝑞) | 𝜇, 𝜎, Π )

𝑑𝜇𝑚
=

1

𝑝 𝑄(𝑞) | 𝜇, 𝜎, Π
∗
𝑑 𝑝 𝑄(𝑞) | 𝜇, 𝜎, Π

𝑑𝜇𝑚

𝑝 𝑄 𝑞 | 𝜇, 𝜎, Π =

𝑖=1

𝑘

Π𝑖 ∗ 𝒩𝜇𝑖,𝜎𝑖 𝑄(𝑞)

𝑑 𝑝 𝑄(𝑞) | 𝜇, 𝜎, Π

𝑑𝜇𝑚
= Π𝑚 ∗

𝑑 𝒩𝜇𝑚,𝜎𝑚 𝑄(𝑞)

𝑑𝜇𝑚
= Π𝑚 ∗ 𝒩𝜇𝑚,𝜎𝑚 𝑄 𝑞 ∗

𝑄 𝑞 − 𝜇𝑚

𝜎𝑚
2
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Résoudre le problème

Mélange de gaussiennes

𝑑 ln(𝑝 𝑄(𝑞) | 𝜇, 𝜎, Π )

𝑑𝜇𝑚
=

1

𝑝 𝑄(𝑞) | 𝜇, 𝜎, Π
∗
𝑑 𝑝 𝑄(𝑞) | 𝜇, 𝜎, Π

𝑑𝜇𝑚

𝑑 𝑝 𝑄(𝑞) | 𝜇, 𝜎, Π

𝑑𝜇𝑚
= Π𝑚 ∗ 𝒩𝜇𝑚,𝜎𝑚 𝑄 𝑞 ∗

𝑄 𝑞 − 𝜇𝑚

𝜎𝑚
2

=
Π𝑚 ∗ 𝒩𝜇𝑚,𝜎𝑚 𝑄 𝑞

σ𝑗=1
𝑘 Π𝑗 ∗ 𝒩𝜇𝑗,𝜎𝑗 𝑄(𝑞)

∗
𝑄 𝑞 − 𝜇𝑚

𝜎𝑚
2

= 𝑝 𝑞 ∈ 𝑧𝑚 𝑄(𝑞)) ∗
𝑄 𝑞 − 𝜇𝑚

𝜎𝑚
2
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Résoudre le problème

Mélange de gaussiennes

𝜇𝑚 ln 𝑝 𝑄 | 𝜇, 𝜎, Π

𝜇𝑚 =
σ𝑞∈𝑄 𝑝 𝑞 ∈ 𝑧𝑚 𝑄 𝑞 × 𝑄(𝑞)

σ𝑞∈𝑄 𝑝 𝑞 ∈ 𝑧𝑚 𝑄 𝑞
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Résoudre le problème

Mélange de gaussiennes
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Résoudre le problème

Mélange de gaussiennes
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Résoudre le problème

Mélange de gaussiennes

𝑑

𝑑𝜎𝑚
ln(𝑝 𝑄(𝑞) | 𝜇, 𝜎, Π )

𝜎𝑚 ln 𝑝 𝑄 | 𝜇, 𝜎, Π

𝜎𝑚 =
σ𝑞∈𝑄 𝑝 𝑞 ∈ 𝑧𝑚 𝑄 𝑞 × 𝑄 𝑞 − 𝜇𝑚

2

σ𝑞∈𝑄 𝑝 𝑞 ∈ 𝑧𝑚 𝑄 𝑞
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Résoudre le problème

Mélange de gaussiennes
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Résoudre le problème

Mélange de gaussiennes
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Résoudre le problème

Mélange de gaussiennes
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Résoudre le problème

Mélange de gaussiennes
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Résoudre le problème

Mélange de gaussiennes
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Résoudre le problème

Mélange de gaussiennes

Π𝑚
𝑑

𝑑Π𝑚
ln(𝑝 𝑄| 𝜇, 𝜎, Π ) = 0

Π𝑘

𝐹 Π𝑚, 𝜆 = ln 𝑝 𝑄| 𝜇, 𝜎, Π + 𝜆 

𝑖=1

𝑘

(Π𝑖) − 1



𝑖=1

𝑘

Π𝑖 = 1
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Résoudre le problème

Mélange de gaussiennes

Π𝑚
𝑑

𝑑Π𝑚
𝐹 Π𝑚, 𝜆 = 0

Π𝑚 =
σ𝑞∈𝑄 𝑝(𝑞 ∈ 𝑧𝑚|𝑄 𝑞 )

𝑁
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Résoudre le problème

Mélange de gaussiennes

Π𝑚
𝑑

𝑑Π𝑚
𝐹 Π𝑚, 𝜆 = 0

𝑑𝐹(Π𝑚, 𝜆)

𝑑Π𝑚
= 

𝑞∈𝑄

𝒩𝜇𝑚,𝜎𝑚(𝑄 𝑞 )

σ𝑖=1
𝑘 Π𝑖𝒩𝜇𝑖,𝜎𝑖(𝑄 𝑞 )

+ 𝜆 = 0

↔ Π𝑚 

𝑞∈𝑄

𝒩𝜇𝑚,𝜎𝑚(𝑄 𝑞 )

σ𝑖=1
𝑘 Π𝑖𝒩𝜇𝑖,𝜎𝑖(𝑄 𝑞 )

+ 𝜆Π𝑚 = 0

↔ 

𝑞∈𝑄

Π𝑚𝒩𝜇𝑚,𝜎𝑚(𝑄 𝑞 )

σ𝑖=1
𝑘 Π𝑖𝒩𝜇𝑖,𝜎𝑖(𝑄 𝑞 )

+ 𝜆Π𝑚 = 0
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Résoudre le problème

Mélange de gaussiennes



𝑞∈𝑄

Π𝑚𝒩𝜇𝑚,𝜎𝑚(𝑄 𝑞 )

σ𝑖=1
𝑘 Π𝑖𝒩𝜇𝑖,𝜎𝑖(𝑄 𝑞 )

+ 𝜆Π𝑚 = 0



𝑚=1

𝑘



𝑞∈𝑄

Π𝑚𝒩𝜇𝑚,𝜎𝑚(𝑄 𝑞 )

σ𝑖=1
𝑘 Π𝑖𝒩𝜇𝑖,𝜎𝑖(𝑄 𝑞 )

+ 

𝑚=1

𝑘

𝜆Π𝑚 = 0

↔ 

𝑞∈𝑄

σ𝑚=1
𝑘 Π𝑚𝒩𝜇𝑚,𝜎𝑚(𝑄 𝑞 )

σ𝑖=1
𝑘 Π𝑖𝒩𝜇𝑖,𝜎𝑖(𝑄 𝑞 )

+ 𝜆 

𝑚=1

𝑘

Π𝑚 = 0
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Résoudre le problème

Mélange de gaussiennes



𝑞∈𝑄

σ𝑚=1
𝑘 Π𝑚𝒩𝜇𝑚,𝜎𝑚(𝑄 𝑞 )

σ𝑖=1
𝑘 Π𝑖𝒩𝜇𝑖,𝜎𝑖(𝑄 𝑞 )

+ 𝜆 

𝑚=1

𝑘

Π𝑚 = 0

↔ 

𝑞∈𝑄

1 + 𝜆 = 0

↔ 𝑁 + 𝜆 = 0

↔ 𝜆 = −𝑁
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Résoudre le problème

Mélange de gaussiennes

𝑑𝐹(Π𝑚, 𝜆)

𝑑Π𝑚
= 

𝑞∈𝑄

𝒩𝜇𝑚,𝜎𝑚(𝑄 𝑞 )

σ𝑖=1
𝑘 Π𝑖𝒩𝜇𝑖,𝜎𝑖(𝑄 𝑞 )

+ 𝜆 = 0

↔ 

𝑞∈𝑄

𝒩𝜇𝑚,𝜎𝑚(𝑄 𝑞 )

σ𝑖=1
𝑘 Π𝑖𝒩𝜇𝑖,𝜎𝑖(𝑄 𝑞 )

= 𝑁

↔ 

𝑞∈𝑄

Π𝑚𝒩𝜇𝑚,𝜎𝑚(𝑄 𝑞 )

σ𝑖=1
𝑘 Π𝑖𝒩𝜇𝑖,𝜎𝑖(𝑄 𝑞 )

= Π𝑚𝑁

↔ 

𝑞∈𝑄

𝑝(𝑞 ∈ 𝑧𝑚|𝑄 𝑞 ) = Π𝑚𝑁
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Résoudre le problème

Mélange de gaussiennes

↔ 

𝑞∈𝑄

𝑝(𝑞 ∈ 𝑧𝑚|𝑄 𝑞 ) = Π𝑚𝑁

↔ Π𝑚 =
σ𝑞∈𝑄 𝑝(𝑞 ∈ 𝑧𝑚|𝑄 𝑞 )

𝑁
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Problème résolu ?

Mélange de gaussiennes

Π𝑚 =
σ𝑞∈𝑄 𝑝(𝑞 ∈ 𝑧𝑚|𝑄 𝑞 )

𝑁

𝑝 𝑞 ∈ 𝑧𝑚 𝑄(𝑞))
𝜇𝑚, 𝜎𝑚 , Π𝑚
𝑢𝑖 , 𝜎𝑖 , Π𝑖

𝜎𝑚 =
σ𝑞∈𝑄 𝑝 𝑞 ∈ 𝑧𝑚 𝑄 𝑞 × 𝑄 𝑞 − 𝜇𝑚

2

σ𝑞∈𝑄 𝑝 𝑞 ∈ 𝑧𝑚 𝑄 𝑞

𝜇𝑚 =
σ𝑞∈𝑄 𝑝 𝑞 ∈ 𝑧𝑚 𝑄 𝑞 × 𝑄(𝑞)

σ𝑞∈𝑄 𝑝 𝑞 ∈ 𝑧𝑚 𝑄 𝑞

102



L’algorithme Expectation-Minimization (EM)

Mélange de gaussiennes

𝑝 𝑞 ∈ 𝑧𝑖 𝑄(𝑞))
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 Π𝑚 =
σ𝑞∈𝑄 𝑝(𝑞 ∈ 𝑧𝑚|𝑄 𝑞 )

𝑁
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L’algorithme Expectation-Minimization (EM)

Mélange de gaussiennes

Pour i=1,...,k
Choisir une valeur 

au hasard de 
𝜇𝑖 , 𝜎𝑖 , Π𝑖

Tant que 
l’algorithme 

n’a pas 
convergé

Pour chaque 𝑞 ∈ 𝑄
et pour chaque i=1,...,k

calculer 𝑝 𝑞 ∈ 𝑧𝑖 𝑄(𝑞))

Pour chaque i=1,...,k
calculer 𝜇𝑖 , 𝜎𝑖 , Π𝑖

σ𝑞∈𝑄 𝑝 𝑞 ∈ 𝑧𝑖 𝑄(𝑞))

104



Résultat

Mélange de gaussiennes

𝜇1 = 119,47 𝜎1 = 19,96 Π1 = 0,80
𝜇2 = 169,49 𝜎2 = 06,99 Π2 = 0,12
𝜇3 = 189,48 𝜎3 = 04,02 Π3 = 0,08

𝜇1 = 120 𝜎1 = 20 Π1 = 0,80
𝜇2 = 170 𝜎2 = 07 Π2 = 0,12
𝜇3 = 190 𝜎3 = 04 Π3 = 0,08
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Résultat

Mélange de gaussiennes

𝜇𝑖

argmax
𝑖

𝑝 𝑞 ∈ 𝑧𝑖 𝑄(𝑞))
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Méthodes par histogramme

Conclusion



Conclusion sur les méthodes par histogrammes

Conclusion
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